Algebra I

Examen IV

Los Del DGIIM, 1o0sdeldgiim.github.io

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Universidad de Granada


https://losdeldgiim.github.io/

ol0Ele

Esta obra estd bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional
(CC BY-NC-ND 4.0).

Eres libre de compartir y redistribuir el contenido de esta
obra en cualquier medio o formato, siempre y cuando des
el crédito adecuado a los autores originales y no persigas
fines comerciales.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Algebra 11
Examen 1V

Los Del DGIIM, losdeldgiim.github.io

Arturo Olivares Martos

Granada, 2025

Asignatura Algebra IT.

Curso Académico 2023-24.

Grado Doble Grado en Ingenieria Informética y Matematicas.
Grupo Unico.

Profesor Manuel Bullejos Lorenzo.

Descripcién Convocatoria Ordinaria.


https://losdeldgiim.github.io/

Algebra II. Examen IV

Ejercicio 1.

1. (1 punto) Dado el grupo abeliano siguiente, calcula sus descomposiciones cicli-
ca y ciclica primaria, el orden de A y el rango de su parte libre:

6rx —4y+4z = 0
A:<x,y,z 8r +4y+ 62 = 0>
6r +4y+42 = 0

2. (1 punto) Escribe las descomposiciones ciclicas y ciclicas primarias de todos
los grupos abelianos de orden 108.

3. (1 punto) Calcula la descomposicién ciclica y ciclica primaria del grupo abe-
liano Aut(Cls).

Ejercicio 2.

1. (0,5 puntos) Sea a = (2 3 4)(1 2 3) € S5. Calcula o'?3.

2. (1,5 puntos) Calcula el nimero de 3-subgrupos de Sylow de Ss.
Ejercicio 3.

1. (2 puntos) Demuestra que hay un tunico grupo de orden 885 que ademads es
abeliano.

2. (1,5 puntos) Demuestra que todo grupo de orden 351 es un producto semidi-
recto.

3. (1,5 puntos) Calcula todos los productos semidirectos C13 X Cyz. ; Cudntos hay
salvo isomorfismo?
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Ejercicio 1.

1. (1 punto) Dado el grupo abeliano siguiente, calcula sus descomposiciones cicli-
ca y ciclica primaria, el orden de A y el rango de su parte libre:

6rx —4y+4z = 0
A:<x,y,z 8r +4y+ 62 = 0>
6r +4y+42 = 0

Consideramos su matriz de relaciones:

6 —4 4 Cl=C1—Cs 2 — 4) Fl=Fy—F, 2 -4 4 Cl=C3—2C)
M=|8 4 6] —> 12 4 6] 2210 8 2| =2—"1
6 4 4 2 4 4) BEHTE \g g o) @O

2.0 0 2 0 0\ _ 2.0 0

08 2| &2% [ 2 g| EZB% 1) 9 ¢

08 0 00 8 00 8

Por tanto, tanto su descomposicién ciclica como su descomposicion ciclica
primaria son:

AZCy®dCy® Cy
Como vemos, el orden de A es 32 y su parte libre tiene rango 0.

2. (1 punto) Escribe las descomposiciones ciclicas y ciclicas primarias de todos
los grupos abelianos de orden 108.

Mostrado en la Tabla 1.

3. (1 punto) Calcula la descomposicién ciclica y ciclica primaria del grupo abe-
liano Aut(Cls).

Sea Cig = (x | #'% = 1) el grupo ciclico de orden 16. Tenemos que:

| Aut(Cro)| = (16) = p(2') = 1-2° =8
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Fact. Inv. | Div. element. | Desc. ciclica primaria | Desc. ciclica
22
(33> dl =108 {22, 33} 04 ) 027 0108
2 2 dy =54
(33 1) d; -9 {2; 2; 33} 02 D CQ @D 027 054 D Cg
22 1 dy = 36
(32 3> d; _ 3 {22, 32, 3} 04 EB Cg EB 03 036 EB Cg
22 2 dl - 18 {2,2, 32,3} 02@02@09@03 CISEBCG
3 3 dy =6
22 1 1 di =12
dy =3 {22:3;3;3} Ci®C38C5@Ch Cra®C30Cy
3 3 3
dg = 3
2 2 1 =0
(3 3 3> dy =6 {2;2;3;3;3} CopCydCypCs® Cs Ce® Cg D C5
dg — 3

Tabla 1: Grupos abelianos de orden 108.

Veamos cudles son. Por el Teorema de Dyck, construir estos automorfismos
basta con enviar un generador de Cj4 a otro generador. Los generadores de
(6 son los elementos de orden 16, que son aquellos que son coprimos con 16.

C16 = (z) = (%) = (2°) = (27) = (2") = (&) = (2"%) = (a¥")

Veamos que Aut(Cig) es abeliano. Dados ¢;, ¢; € Aut(Cg), tenemos que:

(i 0 93)(@) = wilep;(x)) = @i(a?) = 27 = 27 = p;(pi(x)) = (p; 0 ¢i)(x)
Por tanto, como la composicion conmuta para un generador de C'4, se cumple:

piop;=p;op; Y, p; € Aut(Ci)

Por tanto, Aut(Cig) es abeliano. Por la estructura de los grupos finitos abe-
lianos, tenemos que hay dos posibilidades:

Aut(Cm) = Cg V Aut(ClG) = 04 D CQ V Aut(ClG) = 02 ) 02 s>, 02
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Para determinar la correcta, hemos de razonar por 6rdenes. Los érdenes de los
elementos de Cg = Zg son:

Los érdenes de los elementos de Cy @ Cy = Zy P 7y son:

0(0,0) =1, O(1,0)=0(3,0)=0(1,1) = 0(3,1) =4, 0(2,0) =0(1,0) = O(2,1) = 2

Los é6rdenes de los elementos de Cy @ Cy @ Cy = Zig @ Zoy D Zig son:

0(0,0,0) =1, O(z,y,2) =2  V(x,y,2) € Z:?\ {(0,0,0)}

Para determinar cudl es la correcta, hemos de ver qué érdenes tienen los ele-
mentos de Aut(C4g). No es necesario calcular el orden de todos los elementos,
sino que nos basta con ver cuantos tienen orden 2:

i2

(pi 0 i) (x) = @ili(x)) = pi(2') =

Por tanto, tenemos que (; tiene orden 2 si y solo si > =1 mdéd 16, es decir,
siy solo sii € {7,9,15}. Por tanto, hay 3 elementos de orden 2 en Aut(Cig).
Ademas:

(30 03)(2) = p3(a®) = 2% = 2% £ 2 = O(ip3) # 2

De aqui, deducimos que la descomposicién ciclica (y ciclica primaria) de Aut(Cg)
es:

Aut(Clﬁ) = C4 Q5] Cg

Ejercicio 2.

1. (0,5 puntos) Sea a = (2 3 4)(1 2 3) € S5. Calcula o'?.

Hallamos la descomposicién de « en ciclos disjuntos:

a=(234)(123)=(13)(24) = O(a) =mem(0O(13),0(24)) = mem(2,2) = 2

Por tanto:

o' =a=(13)(24)

2. (1,5 puntos) Calcula el nimero de 3-subgrupos de Sylow de Ss.
Sabemos que |S5| = 5! = 23 - 3. 5. Notando por n3 el nimero de 3-subgrupos
de Sylow de S5, por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que:

ny3=1 mod 3
ns | 2% -5 = 40
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Como n3 es un divisor de 40, sus posibles valores son:
ns € {1,2,4,5,8, 10,20, 40}
Como ademas n3 =1 mdd 3, tenemos que:
ns € {1,4, 10,40}
Sea P3 € Syl;(S5) un 3-subgrupo de Sylow de S5. Por tanto, | P5| = 3, luego Ps

es ciclico y contiene dos elementos de orden 3. Los tinicos elementos de orden
3 en Sj son los ciclos de longitud 3; veamos cuantos hay:

5-4-3

20
3

Nimero de ciclos de longitud 3 =

Cada elemento de orden 3 pertenece a un 3—subgrupo de Sylow de S5, ya que
cualquier otro subconjunto de S5 no va a tener cardinal multiplo de 3. Ademas,
dados dos 3-subgrupos de Sylow distintos, tienen que tener interseccién trivial,
ya que si no, tendrian un elemento de orden 3 en comun, y por tanto serian el
mismo subgrupo.

Por tanto, cada 3-subgrupo de Sylow de S5 contiene exactamente dos elementos
de orden 3, y como hay 20 elementos de orden 3, tenemos que:

ng = B 10

Por tanto, el nimero de 3-subgrupos de Sylow de S5 es 10.
Ejercicio 3.

1. (2 puntos) Demuestra que hay un tnico grupo de orden 885 que ademas es
abeliano.

Sea GG un grupo de orden 885. Notamos que:
885 =3-5-59

Calculamos el nimero de subgrupos de Sylow de G, notando por n, el nimero
de p-subgrupos de Sylow de G. Por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos
que:

mod 3

ns 1
5-959 =295

ns

} = n3 € {1,5, 59,295}

De nuevo, por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que:

mod 5

Ny 1
3-59 =177

nsy

}:>n5€ {1’37%7/1/?7}

Por tanto, ns = 1, luego existe un tnico 5-subgrupo de Sylow de GG, que deno-
tamos por Ps, que ademds es normal en G (P5 < G). Como |Ps| = 5, tenemos

8
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que P5 %05.

Por 1ltimo, por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que:

mod 59

Ngg = 1
| 3.5=15

= Ngg = 1
N59 }

Por tanto, existe un tinico 59-subgrupo de Sylow de GG, que denotamos por Psg,
que ademds es normal en G (Psg<1G). Como | Psg| = 59, tenemos que Psg = Csg.

Tenemos que Pso N Ps = {1}. Como Ps < G, por el Segundo Teorema de

Isomorfia, PsPs9 < (G, con:
PsPsy ., Pso

P;  PsN Py

= |PsPso| = |P5| - | Psg| = 559 = 295

Sean n;, el nimero de p-subgrupos de Sylow de PsPs9. Por el mismo razona-
miento que antes, tenemos que ny = 1 = ngy = 1, luego P5Ps9 tiene un dnico
5-subgrupo de Sylow (Ps) y un tnico 59-subgrupo de Sylow (Psg). Por tanto:

PsPsg = C5 @ Cs9 = Cags

Veamos que PsPs9 <<G. Sea g € Gy xy € PsPsg, con x € Ps y y € Psg.
Entonces:
-1 _ -1, -1
gryg~ = grg gyg € P5Ps

donde hemos empleado que Ps <G y Psg << G. Por tanto, PsPs9 <1 G. Tenemos
que:

L] P5P59<]G.

s P3N PsPsg = {1}, puesto que P5Ps9 no tiene elementos de orden 3 puesto
que 315 -59.

= Por el Segundo Teorema de Isomorfia, tenemos que:

Py gP3P5P59
Py NP5 Psg Ps Psg

Por tanto, P3PsPs9 = G.

= |P3PsPsg| = |Ps| - |PsPsg| =3-5-59 =885

Por tanto, G = P5Ps9 x¢ P3, donde:

0 : P, — Allt(P5P59)
r — 0(x)

0(1‘) P5P59 — P5P5g
Yy xy:c’l
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Veamos ahora cuantos productos semidirectos hay. Para ello, hemos de encon-
trar homomorfismos 6 : P; — Aut(P5Ps9). Notamos que:

Py~ (Cy=>3r € Pytal que Py = (x| 2® = 1)
P5P59g0295:>3y€P5P59talqueP5P59:<y|y295:1>

Veamos en primer lugar cuantos automorfismos tiene PsPsg. Por el Teorema de
Dyck, dar un automorfismo de P5;Ps9 equivale a dar la imagen del generador,
garantizando que esta imagen es un generador. Calculamos cuantos generado-
res tiene P5P59 = 02953

0(295) = (5 - 59) = o(5) - p(59) = (5 — 1)(59 — 1) = 4 - 58 = 232
Por tanto, | Aut(PsPs9)| = 232. Como O(z) = 3, tenemos que O((x)) | 3,
luego O(0(x)) € {1, 3}.

» Supongamos que O(f(z)) = 3. Entonces, como el orden de todo elemento
divide al orden del grupo, tenemos que:

3232
No obstante, esto no es cierto, luego llegamos a una contradiccion.

Por tanto, O(f(x)) = 1, luego #(x) es el automorfismo identidad. Por tanto,
0 es el homomorfismo trivial. Por tanto, como G = Ps;Ps9 Xy P3 v 0 es el
homomorfismo trivial, tenemos que:

G = PsPyg X Py = Cogs x O3 = Cggs
Por tanto, hay un tinico grupo de orden 885 que ademas es abeliano, que es el
grupo ciclico Cggs.

2. (1,5 puntos) Demuestra que todo grupo de orden 351 es un producto semidi-
recto.

Sea G un grupo de orden 351. Notamos que:
351 =3%-13

Sea n,, el numero de p-subgrupos de Sylow de G. Por el Segundo Teorema de
Sylow, tenemos que:

ns

= 1 mébd 3
ns | 13 } = N3 € {1, 13}

De nuevo, por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que:

niy = 1 méd 13
|

ni3 33 =27 } = ni3 € {1,3,9,27}

Supongamos que ng = 13 y n13 = 27. Como ny3 = 27, hay 27 13-subgrupos
de Sylow de G, que por ser de orden primo son ciclicos, y por tanto tienen 12

10



Algebra II. Examen IV

elementos de orden 13. Ademas, fijados dos 13-subgrupos de Sylow distintos,
tienen interseccion trivial, ya que si no, tendrian un elemento de orden 13 en
comun, y por tanto serian el mismo subgrupo. Por tanto, hay 27 - 12 = 324
elementos de orden 13 en G.

Por otro lado, como n3 = 13, hay 13 3-subgrupos de Sylow de G, pero no
tenemos garantizado que tengan intersecciéon trivial. No obstante, cada uno
tiene al menos 26 elementos de orden 3, 9 o 27. Por tanto, hay al menos 26
elemenos nuevos en G. Como hay mas de un 3-subgrupo de Sylow, tenemos
que hay algin elemento de orden 3, 9 0 27 mas, luego hay méas de 26 elementos
de orden 3, 9 o 27. Por tanto:

|G| =351 > 324 + 26 + 1 = 351

Hemos llegado a una contradiccién, luego no puede ser que ng = 13 y ny3 = 27
simultaneamente. Por tanto, tenemos que n3 =1 0 ni3 = 1.

= Si ng = 1, entonces existe un tnico 3-subgrupo de Sylow de G, que
denotamos por P3, que ademés es normal en G (P; < G). Sea ademads
P,3 € Syl;5(G) un 13-subgrupo de Sylow de G.
o P 3 < G.
e Razonando por érdenes, vemos que P3N P53 = {1}, ya que P3 no tiene

elementos de orden 13 y P;3 no tiene elementos de orden multiplo de
3.

e Por el Segundo Teorema de Isomorfia, tenemos que:
Py PPy

P3N Pi3 P
Por tanto, Pi3P; = G.
Por tanto, G = P3 Xy P;3, donde:

0 : P — Aut(P3)
r — 0(x)

= |Pi3P3| = |Pis| - |Ps| = 13- 3% = 351

9(37) P, — P

Yy — :ny_l

= Si ny3 = 1, entonces existe un unico 13-subgrupo de Sylow de G, que
denotamos por Py3, que ademds es normal en G (P13 < G). Sea ademads
Py € Syl3(G) un 3-subgrupo de Sylow de G.
° P13 < G

e Razonando por érdenes, vemos que P3N Py = {1}, ya que Pi3 no
tiene elementos de orden miltiplo de 3 y P3 no tiene elementos de

orden 13.
e Por el Segundo Teorema de Isomorfia, tenemos que:
Py PP

= |P3Pys| = |Ps| - |Pis| = 3% - 13 = 351

PsnP; Py
Por tanto, P3P;3 = G.

11
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Por tanto, G = Pj3 Xy P3, donde:

0 : P3 — Aut(Plg)
xr — 0(x)

9(1’) P13 — P13

Yy — xyx_l

3. (1,5 puntos) Calcula todos los productos semidirectos C13 X Cyz. j Cudntos hay
salvo isomorfismo?

Tenemos que:

Dar un producto semidirecto C3 x Cy7 equivale a dar un homomorfismo de la
forma 6 : 027 — Aut(C’lg).

Veamos en primer lugar cuantos automorfismos tiene C43. Por el Teorema de
Dyck, dar un automorfismo de C'3 equivale a dar la imagen del generador, ga-
rantizando que esta imagen es un generador. Calculamos cuantos generadores
tiene C3:

p(13) =13 —1=12

Por tanto, | Aut(Ci3)| = 12. Para cada i € {1,...,12}, consideramos:

@i C13 = C13
T
De esta forma, tenemos que Aut(Ci3) = {¢1,...,¢12}. De estos 12, veamos

cuales nos sirven. Dar un homomorfismo 0 : Cy; — Aut(Ci3) equivale a dar la
imagen del generador y € Cy;. Como O(y) = 27, tenemos que O(6(y)) | 27,
luego O(0(y)) € {1,3,9,27}. Ademas, puesto que | Aut(Cy3)| = 12, descarta-
mos los automorfismos de orden 9 y 27. Por tanto, hemos de ver cudles de los
automorfismos (; tienen orden 1 o 3.

» Si O(f(y)) = 1, entonces 0(y) = 1.
» Si O(f(y)) = 3, entonces:

T = (1) = pi(pilpi(x))) = =3 =1 méd 13 =ic {3,9}

Por tanto, los automorfismos que nos sirven son:

a) 0(y) = 1 = 1d.
En este caso, el producto semidirecto es el producto directo:

Cig X Cor = Ch3 X Ca7 = Oy

12
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b) 0(y) = 3.
En este caso, tenemos que:

yary ' = p3(x) =

Por tanto:

Cis Xy Cor 2 (z,y | 2 = 1,y = Lyay ™ = 2%) =2 C13 1, O

c) 0(y) = po.
En este caso, tenemos que:

yry = po(z) = 2°

Por tanto:
Chg Mgy Cor = (z,y | 2 = 1,97 = 1Lyay " =2

Veamos ahora que C13 X, Co7 y Ci3 X,y Co7 son isomorfos entre si. Como x, y?
son generadores de (13 y Uo7 respectivamente, tenemos que:

Ci3 Xy Cor = (2, 9%)

Sea ¢ 1 C13 Xy, Cy7 — Ci3 Xy Cor el homomorfismo dado por:

x

%

Veamos que z,y* cumplen con las relaciones del grupo Ci3 X, Cor:

QO(ZE)B — $13 =1
W) =) =) =1 =1

e(W)p(@)p(y) ™ = y?2(y?) ! = yaly !t = 2Pyaty ! = 2Syay ! =20 = p(a)?

Por el Teorema de Dyck, como z,y? cumplen con las relaciones del grupo
Ci3 Xy, Co7, y son un generador, es sobreyectiva. Ademds, como el cardinal
de Ci3 Xy, Co7 no depende del homomorfismo, tenemos que es inyectiva. Por
tanto, ¢ es un isomorfismo, luego:

Cis N g Oy = C3 AN g Cor

Por tanto, los productos semidirectos C13 x Ca7, salvo isomorfismo, son:

Cig Xy, Cor = O35

013 X g 027 = <x,y | :1313 — 1’y27 _ 1,y:)3y_1 _ $3>
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